i?-MATRICE UNIVERSELLE POUR U h (D(2,l,x)) ET 
INVARIANT D'ENTRELACS ASSOCIE 



par Henrik Thys 



Resume. — En utilisant la methode du double quantique, nous construisons une 
ij-matrice universelle pour la quantification de la superalgebre de Lie D(2, 1, x). Nous 
utilisons ce resultat pour construire un invariant d'entrelacs et nous montrons qu'il est 
egal a une specialisation du polynome de Dubrovnik introduit par KaufTman. 

Abstract {Universal R-matrix for Uh (D (2,1, x)) and link invariant arising from it) 
Using the quantum double method, we construct a universal i?-matrix for the 
quantization of the Lie superalgebra D(2,l,x). We use this result to construct a 
link invariant and show it coincides with a specialization of Kauffman's Dubrovnik 
polynomial. 



Introduction 

Les groupes quantiques introduits autour de 1983-85 par Drinfeld ct Jimbo 
sont dcs deformations a un parametre des algebres enveloppantes des algebres 
de Lie semisimples complexes. Techniquement, ces "quantifications" sont des 
algebres de Hopf munies de "i?-matrices universelles" , e'est-a-dire d'elements 
qui sont responsables de l'existence de solutions de la fameuse equation de 
Yang-Baxter et done de representations des groupes de tresses. 

Dans les annees 1970 Victor Kac [5] a etudie une generalisation naturcllc 
des algebres de Lie semisimples, a savoir les superalgebres de Lie. Dans la clas- 
sification qu'il en donne, il y a celles que Ton peut appeler des superalgebres 
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"classiques" comme sl(n\m) ou osp(n\m) et il y a des superalgebres excep- 
tionnelles. Parmi ces dernieres, il y a une famille, notee D(2, l,x) dans [5], ct 
que nous noterons D x , dependant d'un parametre continu x. La superalgebre 
de Lie D x joue un role particulier en physique ou elle fournit la seule theorie 
topologique quantique des champs (TQFT) de Chern-Simons pour laquelle la 
theorie conforme des champs (CFT) de dimension deux correspondante a une 
supersymetrie N — 4. Ellc joue aussi un role particulier dans les travaux recents 
de Pierre Vogel [18] ct de Jens Licbcrum [11] sur lcs invariants de Vassiliev. 

Apres les algebres de Lie semisimples, les superalgebres de Lie ont egalc- 
mcnt etc quantificcs (par Gould et al., Leites et al., Scheunert, etc., cf. par 
exemple [1, 3, 14, 20]). Les quantifications obtenues sont des superalgebres 
de Hopf munies de bases de type Poincarc-Birkhoff-Witt. 

Pour ce qui est de l'existence d'une i?-matrice universelle pour les super- 
groupes quantiqucs, elle a etc ctablie pour les quantifications de toutes les 
superalgebres de Lie classifiees par Kac, a l'exception precisement de D x . Dans 
cette partie, nous comblons cette lacune en construisant explicitement une R- 
matrice universelle pour la quantification Uh(D x ). 

La methode utilisee est celle du double quantique introduite par Drinfcld, 
methode dont se sont servis Rosso [13], Kirillov-Rcshctikhin [9] ct Levendorsky- 
Soibelman [10] pour les groupes quantiques. Cette methode s'etend au cas 
Z/2Z-graduc. Nous definissons des analogues des vecteurs de racines positives 
et negatives pour Uh(D x ). Nous definissons egalement l'analogue de la sous- 
algebre positive U+ (resp. sous-algebre negative U-) engendree par les vecteurs 
de racines positives (resp. negatives), et nous construisons un accouplement de 
Hopf entre U + et ?/_. Ensuite, nous calculons les relations de commutation 
entre les vecteurs de racines ainsi que leur coproduit. Ceci nous permet de 
construire des bases de U+ et {/_, dualcs pour l'accouplement de Hopf. Nous 
en deduisons une i?-matrice universelle pour Uh{D x ). 

Une i?-matrice universelle sur une quantification formcllc munit la categorie 
des modules topologiques d'une structure de categorie rubanee au sens de Tu- 
raev, cf. [6, 22]. Dans le cas qui nous interesse, ceci fournit pour chaque Uh{D x )- 
module un invariant d'isotopie d'entrelacs parallelises et orientes. En prenant 
un supermodule de dimension six, nous obtenons un invariant X d'entrelacs 
parallelises non orientes, a valeurs dans Z[g,q _1 ], et nous montrons qu'il est 
egal a une specialisation du polynome de Dubrovnik introduit par Kauffman. 

Lc plan est le suivant. Les §§1.1 et 1.3 sont consacres a des rappels sur 
les superalgebres de Hopf et sur Uh{D x ). Au §1.4 nous enongons les resultats 
principaux (theoremes 1.2 ct 1.3). Le §2.1 est consacre a la construction d'un 
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accouplement de Hopf et de ses proprietes et le §2.2 a la construction d'un dou- 
ble quantique T>. Au §3.1 nous etablissons des relations verifiees dans V et nous 
donnons la demonstration du theoreme 1.2 au §3.2. Au §4.1, nous definissons 
un L^D^-modulc M de rang six et nous calculons lc tressagc correspondant 
a l'aide du theoreme 1.2. Au §4.2, nous enoncxms quelques proprietes de la 
categorie rubanee associee a M, et nous terminons par la demonstration du 
theoreme 1.3 au §4.3. 

Cet article est tire du troisieme chapitre de ma these [16]. Je tiens a remercier 
J. Alev qui m'a encourage a construire un invariant de nceud a partir de la R- 
matrice du §4.1, et C. Kassel pour son aide. 

1. Enonce des theoremes principaux 

Dans ce paragraphe, nous commengons par quelques rappels sur les super- 
algebres de Hopf, l'equation de Yang-Baxter graduee et les i?-matrices uni- 
verselles. Nous donnons ensuite la definition de la superalgebre de Hopf Uh(D x ) 
qui est la quantification de la superalgebre de Lie D x . Nous terminerons par 
l'enonce des theoremes principaux. 

Le contenu du §1.1 se trouve dans de nombreux articles. On pourra notam- 
ment consulter [1, 3, 14, 19, 20, 21]. 

1.1. Superalgebres de Hopf tressees et double quantique. — On note 
C le corps des nombres complexes. Un superespace vectoriel V est un C-espace 
vectoriel muni d'une graduation par Z/2Z, i.e. d'une somme directe de deux 
espaces vectoriels V = Vq © V\ , oil Vo est la partie paire de V et V\ la partie 
impaire. Les elements de Vq (resp. de Vi) sont dits homogenes pairs (resp. 
homogenes impairs). Si v G Vo, on pose \v\ = et si v s Vi, on pose \v\ = 1, 
et on appelle degre ces quantites. Le corps C est un superespace dont la partie 
impaire est reduite a 0. Le produit tensoriel de deux superespaces V et W est 
le superespace V ®W = {V ® W) © (V ® W)i, ou 

(V ® W) - (V V ) © (Ui ® V x ), (V ® W) x = (Vo ® V{) © (Vi © V ). 

Etant donne deux superespaces V et W , un morphisme de superespaces f : 
V — > W est unc application lineaire telle que /(Vi) C Wj. Dans toute la suite, 
lc morphisme idcntite d'un superespace V sera note idy. La volte de deux 
superespaces V, W est le morphisme de superespaces r : V © W — > W © V 
defini sur des elements homogenes v 6 V, w 6 W par 

t(v® w ) = (-l)HHw<S>w. 

(La volte sera notee r pour tous les couples de superespaces.) 
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Une superalgebre est un triplet (A, /i, rj) ou A est un superespace, /x : A® A — > 
A et 77 : C — > y4 des morphismes de superalgebres tels que (S> Ha) = 
n(idA <8>A*) et /u(jy ® idyi) = /j(idyi <8>»?) = idyi- On notera fi{a <g) a') = aa' 
pour a, a' e A. Etant donne deux algebres (A, ha, Wa) et (B, /j,b, Vb), un mor- 
phisme de superalgebres / : A — > B est un morphisme de superespaces tel que 
f(aa') — f(a)f(a') pour tous a, a' e A. Le produit tensoriel de deux super- 
algebres (Ama,?7a) et (B^BjVb) est une superalgebre (A ® B, ^a®b, Va®b) 
ou {ia®b = (pa <S> Hb) (idyl <8>t ® ids) et 7?a®b = »M ® ??s- On notera que 
pour des elements homogenes a, a' 6 A et 6, b' 6 5, on a 

(1.1) (a Cg) b){a' ® 6') = (-l)l 6 H a 'W ® 66'. 

Une superalgebre de Hop} (A,fj,,r),A,e,S) est la donnee d'une superalgebre 
(A,/i, 77), de morphismes de superalgebres A : A — > A (g> A (/e coproduit) et 
e : A — > C (/a coiinite), et d'un morphisme de superespaces 5 : A — > y4 
(I'antipode) tels que 

(1) (A ® id A )A = (idyi ®A)A, 

(2) (e ® id A )A = (idyi ®e)A = id A , 

(3) /x(idyi ®S)A = n(S ® id A )A = r\e. 

Rappelons que I'antipode est un anti- morphisme de superalgebre, i.e. 

S(aa') = (-l)l°ll 'IS(a')S(a), a,a' e A homogenes. 

Une superalgebre de Hopf A est dite tressee s'il existe un element inversiblc 
R = o* ® h e (A ® A) tel que 

i2A(o) = (to A)(a) J R, V a e A, 
(A ® id A )# = R 13 R 23 , (id A ®A)i? = i?i 3 i?i2, 

ou 

R12 = ^2ai®bi®l, i?i 3 = ^a l ®l«)6 l , i? 2 3 = X! !® a i®^ e A® A® A 

i i i 

L'element R est appele R-matrice universelle de A II vcrifie l'equation de 
Yang-Baxter graduee 

R12R13R23 = R2zR\sRi2- 

Nous rappelons maintcnant la construction du double quantique de Drinfcld. 
On pourra consulter [2, 7, 12, 4] pour les details. Soicnt A et B deux su- 
peralgebres de Hopf avec antipode inversible. Un accouplement de Hopf est un 
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morphisme de superespaces p : B ® A — > C tel que 



<p(bb' ® a) = ^(-l)l b 'll a <Dl <^(6 ® o (1) ) ¥ j(6 / <8> o {2) ) 

(a) 

p(6 ® aa') = <fi{b(i) ® a'V( & (2) ® a), 

ip(l <S a) = e(a) ct p(6 <g> 1) = e(6), 
^(&<g>S(a)) = ® a), 

pour tous les elements homogenes a, a' £ A ct 6, 6' £ _B, et ou 



(a) 



suivant la notation de Sweedler. On construit a partir de A et B une super- 
algebre de Hopf T>{A 1 B, ip) de la maniere suivante : 

(1) T>(A, B,ip) = A is> B comme superespace. 

(2) Le coproduit de T>(A, B, p) est donne par (id^ <S> r <S ids)(A J 4 <S As). 

(3) La coiinite est le produit tensoriel des coiinitcs de A et B. 

(4) L'unite est le produit tensoriel des unites de A et B. 

(5) Le produit est defini par les deux formules suivantes : 



(a), (6) 

ou £ = |0(i)||6( 2 )| + |0(2)||6(2)l + l a (i)H 6 (3)l + l«(2)ll&(3)l ct a £ A, b £ B sont 
homogenes. 

(6) L'application a a (g> 1 (resp. 6 i— ► 1 ® 6) de A dans ©(A, B, ip) (resp. 
de £? dans V(A, B, ip)) est un morphisme de superalgebres de Hopf injectif. 

Ces deux dcrniers points nous permettent d'identifier aaagl pour a £ A et b 
a l®i pour b £ B, et ainsi abha<Sb. Soient alors (a,e/) (resp. une base 

de ^4 (resp. B), indexees par un ensemble J, duales pour p, i.e. p{bj®cn) = 
Alors l'element 



est une i?-matrice universelle pour T>(A, B, p), munissant cette superalgebre de 
Hopf d'une structure de superalgebre de Hopf tressee. 

1.2. La superalgebre de Lie D x . — Fixons un nombre complexe x ^ 0, — 1. 
Rappelons que la superalgebre de Lie D x introduite par Kac (cf. [5], ou elle est 



(a<8>l)(l®6) 



a <g> b, 
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notee D(2, 1, x)) admet comme matrice de Cartan la matrice 

/ 1 x 

A= (aij)i< 4 j<3 =1-1 2 
V -1 2 

et qu'elle a trois racines simples a\ (impaire), a 2 et a 3 (paires). Ellc admct 
egalement quatre racines positives non simples qui sont a\ + a 2 , 011+0:3, a\ + 
a 2 +ot3 (impaires) et 2a 1 + a 2 +a 3 (paire). Les espaces de racine correspondant 
sont tous de dimension 1. Nous posons 

0i=ai3, /3 2 =ai+a 3 , /3 3 = ai + a 2 + a 3 , 

(1.3) 

/J4 = 2ai + a 2 + a 3 , /3 5 = ai, /3 6 =ai+a 2 , /3 7 = a 2 , 
et nous notons Q — Zai © Za 2 © Za 3 le reseau des racines. Posons 

D = (di)i<(< 3 = 
de telle fagon que la matrice produit 

A = {&ij)l<i,3<3 = DA 

soit symetrique. 

Nous aurons besoin du lemme suivant dont la demonstration est laissee au 
lecteur. 

Lemme 1.1. — Soient m, s des entiers tels que 1 < s < m < 7. Alors nifti + 
■ ■ ■ + n s (3 s ^ n m (3 m pour tous les elements (ni, . . . , n s ,n m ) non nuls de W +1 , 
ou les fa sont definis par (1.3). 

1.3. La quantification Uh{D x ). — Nous rappelons ici la definition de la 
quantification Uh{D x ) de D Xl puis nous definirons les vecteurs de racine de 
Uh{D x ), cf. [24]. On pourra egalement consulter [1, 3, 20, 21, 23] pour des 
generalites sur les definitions des supergroupes quantiques. 

Nous noterons C[[h]] l'anneau des series formelles a une indeterminee. C'est 
un superespace dont le partic impaire est reduite a 0. Un C[[ft-]]-module M est 
muni de la topologie /i-adique pour laquelle une base de voisinages de est 
donnee par la famille (h n M) n >Q. Le produit tensoriel topologique M®N de 
deux C[[/i]]-modules est defini par 

M®N = lim (M/h n M ® c N/h n N) . 
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Nous renvoyons lc lcctcur a [6] pour les details sur la topologie ft,-adique dans 
le cas general, et a [19] dans le cas supergradue. Suivant [14], nous definissons 
Uh{D x ) comme la superalgebre topologiqucment engendree par E i7 Fi, H i} 
i = 1, 2, 3 et les relations (pour tous i, j = 1,2, 3) 

(1.4) H i H j =H j H i , 

(1.5) [H i ,E j ]=a ij E j , 

(1.5') \H i ,F j \ = -a ij F i , 

Ki - K^ 1 

[Ei ,Fj] = Sij — zrr i 

Qi - Qi 

E* = F? = 0, [E 2 ,E 3 ] = [F 2 ,F 3 }=0, 
EjE 1 - (q, + qT^EiExEi + E X E} = si i = 2, 3, 
F?F 1 - (q t + qr^FiF^Fi + F\Ff = si * = 2, 3, 

ou Sij est le symbole de Kronecker, ou on a pose 

q = e h l\ qi = q d \ K i = e hd ^/ 2 , 

ou [a, b] = ab— (— l)l a ll 6 l&a designe le supercommutateur et ou tous les generateurs 
Hi,E i7 Fi sont pairs, sauf E\ et F\ qui sont impairs. La superalgebre Uh{D x ) 
est une superalgebre de Hopf topologique (cf. [19]) dont le coproduit A, la 
coiinite e et l'antipode S sont definies par 

(1.6) A{H i ) = H i ®l + l®H i , e(fli) = 0, S(Hi) = -H u 

(1.7) A(f?j) = f?j ® 1 + Jfj ® Si, e(Si) = 0, S(E i ) = -Kr 1 E i , 
(1.7') A(fi) =F i ®Jfr 1 + l®F j) e(Fi)=0, 5^) = -^, 

pour tout i = 1,2, 3. Nous avons egalement 

A(i^) - X, <g> X,, S(#i) - ifr 1 , £ (^) = l. 

Nous definissons maintenant l'analogue des vecteurs de racine dans Uh(D x ) 
en utilisant les actions adjointes ad + et ad_ definies pour des elements t,y 
homogenes par 

(t) 

ad_%) = £(-l)lwll*(i)l+l*(i)ll*P)l tpjyS" 1 ^!)), 
(*) 
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(on pourra par exemple consultcr [24]). Posons Ep 1 = E 3 , Ep 5 = E\, Ep 7 = E 2 , 
F [h =F 3 , F Pt =F u F f3r =F 2 et 

Ep 2 = ad+ Ep 5 (E 01 ) , Ep e = ad+ E Pr {E p& ) , E 03 = ad+ Ep 7 {Ep 2 ), 
(1.8) Ef, t = ad+EfriEf,,), Fp 2 = ad_*> 5 (*>,), 

F 0e = ad_f> 7 (Fp 5 ) , F Pa = ad_ F 07 (F 02 ) , F 04 — ad_ F ft (F ft ) . 

1.4. Resultats principaux. — Nous enongons maintcnant nos resultats 
principaux. Pour des resultats analogues pour d'autres supergroupes quan- 
tiques, on consultera [1, 19, 21, 23]. Nous avons besoin des notations suivantes. 
Posons 

(1.9) 

C2 = C3 = C5 = cq = 0, Ci = 2x, C4 = —2 — 2x, c-j = 2, 

1 <7~ x (7 _1_a: <7 _1 

q x — q x q — q 1 9 — 9 9 — Q 

-2-2x9 q 1 ,„ 1 

(9~9 1 ) 2 9-9 1 9-9 1 

(n)< = < , (n)i! = (n) < (n-l) i ---(l) i) n £ N, 1 < i < 7, 

I lsinon, 

Ea n <E> b n 
, \ , , a,beU h (D x ), i = 1, - - - , 7, 

n>0 v ' 

exp(a <g> 6) = 2J j — , a,beU h (D x ), 

n>0 

ou g x = e 2 */ 2 . Pour i ^ 0,-1, on pose 

/ -4 2 2x 

(1.10) B = (6i J -) 1 < iJ <s = - 2(1 + a;) 2 * -a: 

La matrice B est l'inverse de la matrice (—ay /dj) 1 < i:j < 3 . 
Theoreme 1.2. — L 'element 



R = cxp x • • • exp 7 — — exp 



e U h (D x )®U h (D x ) 

est une R-matrice universelle pour Uh{D x ). 
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Nous demontrerons ce theoreme au §3.2. Posons R ~ ^2 Si ^> ti et u = 
J2(— l)' Si '5 , (ti)s i . Comme R = 1®1 mod h, alors uS(u) = 1 mod h admet une 
unique racine carree 8=1 mod h. II est bien connu que 9 munit Uh{D x ) d'une 
structure de superalgcbrc rubanec, cf. [6, 22]. En consequence, la catcgorie des 
C/h(Z? x )-modules topologiques est une categorie rubanee au sens de Turaev 
(on pourra consulter [17, 7, 6] pour la definition). Pour tout couple (V, W) de 
Uh (D x )-modules et pour tout v G V, w e W, le tressage c v w : v®w ^ w®v 
et le twist 9 V : V — > F sont donnes par les formules 

(1.11) 

V ^ v (v)=0- 1 v. 

Au §4.1, nous introduirons un [/^(-D^-supermodule M de rang six. Le coloriage 
d'un cntrelacs parallelise et oricntc L dans R 3 par M fournit un invariant 
d'isotopie X L de tels entrelacs. Avant d'enoncer le theoreme 1.3, nous rappelons 
la definition de polynome de Dubrovnik (cf. [8]). C'est un invariant A(a,z) 
d'isotopie d'entrelacs parallelises non orientes a valeurs dans Z[a ±1 ,z ±1 ] qui 
verifie les relations d'echeveaux suivantes : 

A x (a,z)-A x (a,z) = z(A^ (a, z) - Ay(a, z)), 

Aj (a, z) = aA,(a,z), Aq(o,z) = 1. 
P 

Ces egalites font intervenir des entrelacs qui sont egaux sauf dans un disque 
de R 2 ou ils sont comme sur les dessins. 

Theoreme 1.3. — Pour tout entrelacs parallelise oriente L dansM 3 , I'invari- 
ant Xl induit par le supermodule M est lie au polynome de Dubrovnik par 

I L = 2A L (-q-\q-q- 1 ). 
Nous demontrerons ce theoreme au §4. 



2. Construction d'un double quantique generalise 

Dans ce paragraphe, nous construisons une superalgebre de Hopf T> en util- 
isant la theorie du double quantique de Drinfeld (cf. par exemple [7], ainsi que 
le §1.1). Nous utilisons les resultats de [4, 19] qui demontrent la validite de 
cette theorie dans le cas supergradue. On pourra egalement consulter [15]. 
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2.1. Preliminaires techniques. — Dans ce paragraphe, nous definissons un 
accouplement de Hopf et nous demontrons des lemmes techniques dont nous 
aurons besoin par la suite. 

(1) Nous definissons U + comme la superalgebre de Hopf topologiquement 
engendree sur C[[h]] par Ei et Hi, (i — 1,2,3) et les relations (1.4) et (1.5). Le 
coproduit, la coiinite et l'antipode sont definies par les relations (1.6) et (1.7). 
Nous definissons egalement les elements Ep t ,i= 1, . . . , 7 par les relations (1.8). 

(2) Nous definissons {/_ comme la superalgebre de Hopf topologiquement 
engendree par Fi et H[, (i = 1,2,3) et les relations (1.4) et (1.5'), ou on 
remplace Hi par H[. Le coproduit, la coiinite et l'antipode sont definies par 
les relations (1.6) et (1-7'). Nous definissons egalement les elements Fp it i — 
1, . . . , 7 par les relations (1.8). 

Dans tout la suite, nous noterons q = e h / 2 et q, t = e hdi l 2 . 

Remarque. Nous utilisons les memes notations pour les generateurs de Uh{D x ) 
que pour ceux de {/+, {/_. Cet abus est justifie a posteriori par la proposition 
2.11. 

Notons C((/i)) le corps des fractions de C[[/i]]. Posons 

(2.1) <p(Fj ® Ei) = -(-i)l^ll^l—^, 

ft - ft 

(2.2) l p(H' j ® E t ) = ip{Fj ® Hi) = 0, 

(2.3) V >{H' j ®H i ) = -^ 

pour 1 < i,j < 3. D'apres le lemme 3.4 de [7] (ou [15], prop. 2.1.1) qui se 
generalise au cas gradue, les formulcs (2.1)-(2.3) dcfinissent un accouplement 
de Hopf if : U_ ® U+ -> C((h)). 

Par souci de concision, nous ne donnons pas les demonstrations des lemmes 
2.1 a 2.7, cf. [16]. 

Lemme 2.1. — L' accouplement ip verifie, pour tous i, j = 1,2,3, 

tp{K' 3 ® Ei) = cpiKf 1 ® Ei) = <p(Fj ® K,) = ip{F,j ® Kr 1 ) = 0, 
tp(K'j ® Ki) - tpiK'r 1 ® Kr 1 ) = , 
V (K' 3 ® Kr 1 ) = ^(Kf 1 ® K t ) = . 

Soit V + (resp. V-) la sous-superalgebre de U + (resp. de UJ) engendree par les 
Ei (resp. Fi), i = 1,2, 3. La superalgebre V+ (resp. V-) admet une Q-graduation 
avec Ei de degre oti (resp. Fi de degre —a,). On definit egalement J7 (resp. 
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Uq) comme la sous-superalgcbrc de Hopf dc U+ (rcsp. dc U-) topologiquement 
engendree par les Hi (resp. H[), i = 1,2,3. 

Lemme 2.2. — Pour tout H G Uq, F G V_, F ^ 1, on a ip(F ® H) = 0. De 
mime, pour tout H' G Uq, E G V" +7 £ ^ 1, on b (^(ii 7 ®E)=Q. 

Lemme 2.3. — Si E e V+, F eV-, H e Uq, H' g a?ors 

^Fif' ® Si?) = (p(F ® £)</?(#' <8> ff). 

Lemme 2.4. — 5i i,ji, ■ ■ ■ ,j r G {1, 2, 3} 7 et si r ^ 1 ou j\ ^ i, a/ors 

tp(F h ■ ■ ■ F jr ® S) = </?(Fi ® • • • £7 jp ) = 0. 

Lemme 2.5. — Soient E e V+ de degre a G Q et F G V- de degre f3 G Q. Si 
a + /3^0, alors tp{F ®E)=0. 

Lemme 2.6. — Soient n\,n±, n-j G N et n 2 , «3, TI5, uq G {0, 1}. Soit s un entier 
compris entre 1 et 7. Alors, si Hi ^ pour 1 < i < s ou n s ^ 1, a/ors 

® ■■■*£;) = • • • ® S/j.) = 0. 

Proposition 2.7. — Le morphisme de superalgebres tp : U + — > C/ rap cfe/mi 
sur ies generateurs par 

ij(E l )=F l , i,{H i ) = -H' i 

est un isomorphisme de superalgebres de Hopf qui verifie xp^EpJ — Fp ( pour 
tout i = 1, . . . , 7. 

Nous definissons J+ C U+ et J_ C U- comme les annulateurs de ip : 
I+ = {Ee U+, <p(F ® E) = 0, V F G U-}, 
L = {F G U-, <p(F ® E) = 0, V E G £/+}. 

Proposition 2.8. — Pour i — 2,3, Zes elements suivants sont dans 1+ (resp. 
dans I-) : 

E 1 , E2E3 — E3E2, E i E\ — (qi + q i 1 )E i EiE i + E\E\ 
(resp. F^ F 2 F 3 - F 3 F 2 , F?F l - ( ft + q^F^F, + F X F?) . 

Demonstration. — Pour montrer que X G J+, on etablit tout d'abord que 

A(X) = X ® 1 + K®X, 
ou K G Uq. Ce calcul permet alors d'ecrire 

tp{Yz ®x) = (-i)«v(y ® x)ip(Y ® 1) + ® K)tp{z ® x), 
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qui est nul si <p(Y ® X) — tp(Z ® X) = 0. On montre alors que ip(Y ® X) = 
pour tout generateur Y e U-, i.e. pour V = ct Y = i<j. Ce dernier point 
decoule des lemmes 2.2 et 2.4. Nous calculons done uniquement les coproduits 
des elements consideres. Pour cela, nous rappelons que nous utilisons la formule 
(1.1) pour le produit de deux elements de t/+®t/+. Nous traitons uniquement 
le cas de z = EfE 1 - (ft + qr^E^E, + E X E}, i = 2 ou i = 3. 

Soient 1 < n,m 7 p < 3 des entiers tels qu'un seul d'entre eux soit egal a 1. 
On a alors les deux egalites suivantes. 

A(E n E m ) = E n E m ® 1 + E n K m ® E m + K n E m ® E n + K n K m ® E n E m 
= E n E m ® 1 + E n K m ® £ m + q^E m K n ®E n + K n K m ® E n E m , 

A(E n E m E p ) = E n E m E p ® 1 + E n K m E p ®E m + q"™E m K n E p ® £„ 
+ K n K m E p ® E n E m + E n E m K p ® E p + E n K m K p ® E m E p 
+ q^ m E m K n K p ® £„£; p + K n K m K p ® E n E m E p 
= E n E m E p ® 1 + q"™»E n E p K m ® £ m + g"" m+ °»' E rn E p K n ® E n 

+ q" mp+ ^E p K n K m ® £„£ m 

On en deduit 

AiEfE!) = E\E X ® 1 + AT 2 /^ g, £2 £i + gSil (1 + q au} E . ElK . £. 

+ f^A-j ® £?! + q 2 ^E x K\ ® + (1 + f^EiKiKi ® S^i, 
A(E 1 Ej) = E\Ef ® 1 + KiKf ® S^ 2 + ^if 2 ® £ 2 
+ (1 + q^ExEiKi ®Ei + q^'EfKi ® £i + <f 11 (1 + q^E^Ki ® E^, 

AiEiE^Ei) = E l E 1 E % ® 1 + S^i^ ® £7 4 
+ q^EfKt (g>E 1 + EiKiKi ® Ei^ + q^ il+ ^" EiE l K i ® E l + q^ 1 ExK? ® £ 2 

+ q^+^E.K.Ki ® ^.Bi + if 2 Ki ® EiExEi. 

Ceci prouve que A(z) = z ® 1 + KiKf ® z + X, oh X est un element dont il 
reste a montrer qu'il est nul. Or, 

X = (l+g 2 «»- g s »(g i + g r 1 ))^ 2 ir 1 ®^ 1 + (l+g 2s »-( gi + g r 1 )g«")^ 1 ^ 2 ®£; 2 
+ (g 5 " (1 + g s «) - + qr^EiExKi ® £7 4 
+ (1 + g*< - <f« +s « (ft + q^E.EiKi ® 
+ (1 + - <f (ft + q^EiKiKt ® 

+ (^"(l + g 5 ") - (ft + qr^EiKxKi ® £1^, 
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ct pour i = 2, 3, on a an = an = diaa = —di ct an = 2d,. On en dcduit 

1 + _ q a li{q . + = 1 + q -2 di _ q -d i{q . + = Qj 

q a il{1 + q a u) _ {q . + = q ~d i{1 + q 2d t) _ {qdi + q - di) = Qj 

1 + g°« - q" il+ "»{qi + qr 1 ) = 1 + q 2d > - q- d >(q d > + q~ di ) = 0, 

d'ou X = et la proposition est demontree en ce qui concernc I + . Pour montrer 
que Y e il suffit d'etablir que A(Y) = 1 ® Y + Y ® K' , ou e Uq, ce qui 
decoule des calculs precedents en appliquant Pisomorphisme if). □ 

On note I + (rcsp. 7_) le sous-ideal de Hopf de 7 + (resp. 7_) cngendre par 

£ 2 £ 3 - ^3^2, - + qr^EiEiEi + E X E\ (i = 2, 3) 

(resp. par Ff, F 2 F 3 - F 3 F 2 , FfF, - ( Qi + q^F^F, + F,Ff (i = 2, 3)). 

On pose alors 

U + = U+/I+, U- = U-/I- 

COROLLAIRE 2.9. — L ' accouplement <p induit un accouplement sur U-®U+ 
que nous noterons encore (p. De plus, Visomorphisme ip de la proposition 2.7 
induit un isomorphisme de superalgebres de Hopf entre U+ et U c ° v , que nous 
noterons encore ip. 

2.2. La superalgebre de Hopf T>. — Dans ce paragraphe, nous constru- 
isons une superalgebre de Hopf tressee T> par la methode du double quantique 
(c/. §1.1) et nous etablissons un lien avec Uh{D x ). 

En paraphrasant les definitions de V + , V_, Uq, U' du §2.1 on definit V + C U + , 
V- C U-, Uq C U+, Uq C U-. Les resultats du lemme 2.2 jusqu'a la proposition 
2.7 restent valables pour (p : U- (S> U + ^ C[[/i]], en rcmplacant V+ (rcsp. V-, 
Uq, Uq) par V+ (resp. V_, Uq, U^). Nous notons V = T>(U+,U-,ip) le double 
quantique de U+ ct U- construit a partir de l'accouplement ip (cf. le §1.1 pour 
la construction). 

Nous avons besoin de la proposition suivante pour etablir un lien entre T> et 
Uh{D x ). Nous laissons la demonstration au lecteur. 

Proposition 2.10. — Les relations suivantes sont verifiees dans T> : 
Wl ,Ej] = a i3 Ej , [Hi, Fj] = -aij Fj , 
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Dcfmissons la superalgebrc T> comme le quotient de T> par l'ideal de Hopf 
engendre par Hi — H-, pour i — 1,2,3. Posons 7r : V — > V la projection 
canonique. Definissons t : Uh{D x ) — > I? par 

t(E j )=E j , t(F j )=F j , i(H j )=H 3 , 

pour j = 1,2,3. 

Proposition 2.11. — Le morphisme i est un morphisme de superalgebres de 
Hopf topologiques injectif et la composee p o i realise un isomorphisme entre 
U h {D x ) etV. 

3. i?-matrice universelle 

Dans ce paragraphe, nous demontrons le theoreme 1.2 cn construisant des 
bases de U+ ct U- duales pour ip. Rappelons que D x admet trois racines 
simples a\, a 2 et (cf. §1.3), et que les vecteurs de racine sont definis par 
(1.8). Nous notons egalement Ep t et Fp t les images de Ep i et Fp i par l'injection 
t de la proposition 2.11. 

Pour tout couple (Y, Z) d'elements homogenes de V ct tout a e C[[h}], on 
pose 

[Y,Z] a = YZ -(-iy Y ^aZY, 
et on etend cette definition a tout V x V par bilinearite. 

3.1. Relations dans V. — Nous commengons par enoncer des relations 
verifiees dans V. Les demonstrations des lemmes 3.1 a 3.3 sont laissees au 
lecteur. 

Lemme 3.1. — Pour tout i = 1, . . . , 7, on a K^E^ — q^E /3i Kp z 
Lemme 3.2. — On a 

Fp 2 = [Ei,E 3 ] q -x, Ep 6 = [E 2 ,Ei ] g -i, 
Efj 3 = [E2,E!3 2 ] q -i, E@ 4 = [Ei,Ep 3 ] q -i- x . 
Lemme 3.3. — L'action adjointe ad + : U+ — > U+ verifie pour i = 2 et 3 

a,d+ 2 E i (E 1 )=0, 

et pour tout X £ U+, on a 

ad+E^XEj) = &d+E t {X) Ej, ad+E^EjX) = E 3 ad+E^X), 
si = (2,3) ou (3,2). 

Le lemme suivant a ete etabli par Zou dans [24] . 
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Lemme 3.4. — Pour i = 2,3, 6, on a E% = 0. 

Proposition 3.5. — Dans U+, on a les relations de commutations suivantes : 
^ [Ep T ,Ep 5 ] q -i = [ E p T ,Ep 2 ] q -i = Ep 3 , [Ep T ,Ep 1 ] = 0, 

[Ep B ,E0 3 ]_ q -l-x = Ep 4 , [Ep 5 ,Ep 1 ] q - x = Ep 2 , 

[Ep 7 ,Ep 6 } q = 0, \Ep 71 Ep 3 \ q = 0, [Ep 6 ,Ep 5 }_ q -i = 0, 
(3.2) [E Pa ,E Px ] q -* =Ep 3 , [Eft t ,Ef, t ] g -i-.=0, [Ep 5 , = 0, 

lEp 4 ,Ep 3 } q -!-* = 0, [Ep 3 ,Ep 2 ]_ q -i = 0, - 0, 

(3-3) 

[Ep 7 ,Ep i ]=0, [Ep 6 ,Ep 4 ] q -i- !C , [Ep 6 ,Ep 3 ]_ q -x = 0, 
[Ep 4 ,Ep 2 ] q -^ = 0, [E Pt ,E fil ] = q-\q 1+x - q- l - x )Ep 2 Ep 31 
[Ep^Ep^* = 0, [Ep„Ep 2 ]_ q -i-* = -q-'-^q - q- r )Ep 3 Ep 5 - q~ X Ep 4 . 

Demonstration. — Les relations (3.1) sont immcdiatcs, ct nous laissons au 
lecteur la demonstration des relations (3.2). Nous demontrons les relations (3.3). 
Nous utiliserons implicitement les lemmes 3.2, 3.3 et 3.4, et les relations (3.2). 

(1) On a 

Ep 7 Ep 4 = Ep 7 (Ep s Ep 3 + q~ 1 ~ x Ep 3 Ep 5 ) 

= Q~ 1 Ep 5 Ep 7 Ep 3 + Ep 6 Ep 3 + q~ x Ep 3 Ep 7 Ep 5 

= Ep 5 Ep 3 Ep 7 + Ep 6 Ep 3 + q~ 1 ~ x Ep 3 Ep 5 Ep 7 + q~ x Ep 3 Ep 6 = Ep 4 Ep 7 , 

oil la deuxicme et la troisieme egalite proviennent des relations de commuta- 
tions de Ep 7 Ep 5 et Ep 7 Ep 3 et la derniere de celle de Ep e Ep 3 . 

(2) On a 

Ep e Ep 4 = Ep e (Ep 5 Ep 3 + q~ 1 ~ x Ep 3 Ep 5 ) = Ep 6 Ep s Ep 3 + q^^ x Ep e Ep 3 Ep 5 
= ~Q~ Ep 5 Ep e Ep 3 - q~ 1 ~ 2x Ep 3 Ep 6 Ep 5 
= -q- x - x Ep,Ep 3 Ep, - q- 2 - 2x Ep 3 Ep B Ep 6 
= q~ 1 ~ x Ep 4 Ep & , 

ou on a utilise les relation de commutation de Ep 6 Ep 5 et Ep 6 Ep 3 . 

(3) On a Ep 6 Ep 3 + q- x Ep 3 Ep 6 = E 2 E 3 - q- x Ep 6 E 3 Ep 6 + q~ x Ep 6 E 3 Ep 6 - 
q- 2x E 3 E} 6 = car E% = et Ep 3 = Ep 6 Ep 4 - q- x E 01 Ep 6 . 

(4) En remplagant Ep 4 par sa valeur, on obtient 

Ep 4 Ep 2 = Ep 5 Ep 3 Ep 2 + q~ 1 ~ x Ep 3 Ep 5 Ep 2 

= q~ 1 ~ x Ep 2 Ep 5 Ep 3 + q~ 2 ~ 2x Ep 2 Ep 3 Ep 5 . 
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(5) On a 

Ep 3 Ep, - q x Ep 1 Ep 3 = ad + E 2 {Ep 2 )E 3 - q x E 3 &d+E 2 (Ep 2 ) 
= &d+E 2 (Ep 2 E 3 - q x E 3 Ep 2 ) = 

car Ep 2 E 01 = q x Ep 1 Ep 2 . 

(6) On remplace a nouveau Ep 4 par sa valeur donnee au lemme 3.2 pour 
obtenir 

Ep A E Pl = q x Ep 5 E 01 Ep 3 + q- x ~ x Ep 3 Ep,Ep, 
car Ep 3 Ep 1 = q x Ep 1 Ep 3 . Comme Ep 5 Ep 1 = q~ x Ep 1 Ep 5 + Ep 21 nous obtenons 

Ep.Ep, = Ep x Ep 3 Ep 5 + q x Ep 2 Ep a + q- x ~ x Ep,Ep,Ep 3 + q- x ~ x Ep 3 Ep 2 , 

ce qui donne le resultat voulu avec Ep 3 Ep 2 = —q~ 1 Ep 2 Ep 3 . 

(7) En remplagant Ep 6 par sa valeur donnee au lemme 3.2, nous obtenons 

E Pe E 02 = E /3 T Ep 5 Ep 2 - q~ 1 Ep 5 Ep 7 Ep 2 

= -q- x Ep 7 Ep 2 Ep 5 - q- 2 Ep 5 Ep 2 Ep 7 - q-lEp 5 Ep 3 

= -q~ 1 ~ x Ep 2 Ep 7 Ep 5 - q~ x Ep 3 Ep 5 + q~ 2 ~ x Ep 2 Ep 5 Ep 7 

+ q- 2 - x Ep 3 Ep 5 -q' 1 Ep, 

= -q- l - x Ep 2 Ep 6 - q-^iq - q~ X )Ep 3 Ep, - q~ X Ep 4 , 
ou on a utilise les relations de commutation de E 05 Ep 2 , Ep 7 Ep 2 et Ep 5 Ep 3 . 

□ 

Proposition 3.6. — Les coproduits des vecteurs de ratines non simples sont 
donnes par les formules suivantes : 

A(Ep 2 ) =Ep 2 ®l + Kp 2 ® E 02 + (1 - q- 2x )Ep & Kp, ® E 01 , 
A(Ep 6 ) =Ep & ®l + Kp e ® E 06 + (1 - q- 2 )Ep 7 Kp 5 ® Ep 5 , 

A(Ep 3 ) = Ep 3 ®l + Kp 3 ® Ep 3 + (1 - q- 2x )Ep 6 Kp, ® E 01 

+ {l-q- 2 )Ep 7 Kp 2 ®Ep 21 

A(Ep 4 ) =Ef, t ®l + Kp 4 ® ^ + (1 - q- 2 ~ 2x )Ep 5 Kp 3 ® ^ 
- g-^l - q-t-^EfrKfr ® E ft + (1 - <T 2 *)(1 - q- 2 ~ 2x )Ep,Ep & Kp, ® E ft 

+ (1 - g- 2 )(l - q- 2 ~ 2x )Ep 5 Ep 7 Kp 2 ® B A . 
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Demonstration. — Nous traitons ici uniquement le cas de E 04 qui est le plus 
complique. On a 

A(^i)A(£ / 3 3 ) = (Et ® 1 + Ki ® E{){E h ® 1 + K 03 ® E 03 

+ (1 - q~ 2x )E 06 K 01 ® £ ft + (1 - q~ 2 )E 07 K 02 ® £7 ft ) 
= ® 1 + Si ^ ® + (1 - q- 2 )E x E (h Kfo ® Efs 2 

+ (1 - q~ 2x )E 1 E 06 K 01 ® B ft - q-^E^Ki ® E l + K X K 03 ® E\E 03 
+ g-^l - q~ 2 )E 07 K x K 02 ® - g-^l - q~ 2x )E 0li K x K 0x ® E^E^, 

ou nous avons utilise les relations de commutation entre les et les £j. Dc 
mcme, on a 

A(^ 3 )A(E 1 ) = E( h E 1 ®l-q- 1 E 1 K f i a ®E(i 3 -q- x (l-q- 2 )Ep 7 E 1 K(i 2 ®E( h 
+ q- x (l - q- 2x )E (i6 E x K (il ® E 01 + E 03 K\ ® E x + K 03 K X ® E 03 E X 
+ (1 - q~ 2 )E 07 K 02 K x ® E 02 E X + (1 - q- 2x )E (i& K (i ,K Y ® E 01 E U 
d'oii on deduit que 

A(^ 4 ) = E Pa ®\ + K 0i ® E 04 + (1 - q-^^Ep, + q-^'EfrEJKa ® £7 ft 
+ (1 - q-t-^EfrKfr ® E 03 + (1 - q- 2 ){E x E 2 - q-^ 2x E 2 E X )K 02 ® E ft 
- g-^l - q- 2x )E (i ,K x K z ® (E X E Z - q- x E 3 E 1 ) 

+ q-\l - q- 2 - x )E 2 K 1 Kp 2 ® (^^ 2 + q- x E sj2 E x ). 

Or, par la proposition 3.5, on a E\Ep e + q- x - 2x E 06 Ei = (1 - q~ 2 ~ 2x )E 05 E 06 , 
et 

-g-^l-g- 231 )^^!^®^!^-^^!) = -q-\l-q- 2x )E 06 K 02 ®E 02 . 

Ensuite, nous calculons (1 — q~ 2 )(E\E 2 — q~ x ~ 2x E 2 E\)K 02 <g>E 02 . En utilisant 
la proposition 3.5, on obticnt 

(1 - g- 2 )(^i^ 2 - q- 1 ~ 2x E 2 E 1 )Kp 2 ® £7 ft 

= (1 - q~ 2 )(E 05 E 07 - q- x ~ 2x E 07 E ,)K 02 ® 
= (1 - q~ 2 )(E 05 E 07 - q- 2 - 2x E 05 E 07 - q- x - 2x E ,)K 02 ® 

Pour terminer, il reste le terme q~ 1 (l-q~ 2 ~ x )E 2 K 1 K 02 ®(E 1 E 02 +q~ x E 02 Ei). 
Or, d'apres la proposition 3.5, on a 

+ q- x E 02 E x = E 05 E 02 + q~ x E 02 E 05 = 0, 

ce qui acheve la demonstration de la proposition. □ 
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3.2. Demonstration du theoreme 1.2. — Nous donnons maintenant une 
demonstration du theoreme 1.2. 

Lemme 3.7. — Pour tout i = 1, . . . , 7, on a (p(Fp i ® Ep t ) — (fi, oil <pi, i = 
1, . . . , 7 sont definis par (1.9). 

Demonstration. — Elle est laissee au lecteur. □ 

PROPOSITION 3.8. — Soient ni, 714,727 e N, n 2 ,n 3 ,n 5 ,n e <G {0,1} et X = 
E%---E% eV+. Alors 

A(X) = (n s ) s Ef x ■ ■ ■ E^E^K^ ® E p . + y <8> 1 + £ z ® ^JJ £fo j , 

oil y,z € Z7+, 1 < s < 7 esi Ze pZws grand des entiers i tel que Hi ^ 0, et 
oil (n i<s Ep^J designe un produit de racines Ep t dans I'ordre croissant des 
indices, avec au moins un des indices i verifiant i < s. 

Demonstration. — D'apres la proposition 3.6 et les relations (1.7), pour i = 
1, . . . , 7, on a 

A(E f3i ) = E 0i ®l + K 0i ®E l3i + ^ z®E fik 

0k, k<i 

ou z G U + . On en deduit que 

A(X) = (E fjl ®l + K f3l ®E 01 ) ni ---(Ef3 3 ®l + K fjs ®Ep s + ^ z®E h ) n °. 

Pk,k<s 

Le terme y ® 1 de l'enonce en decoule aussitot. Considcrons lc tcrme z ® Ejj s , 
z e U+. Pour k = 0, . . . , n s — 1, on a (en utilisant le lemme 3.1), 

• • • E; : -_l ® l)(£* ® l)(Jf A ® ^J^;-*" 1 ® 1) 
= ^ • • • E%'-lE*K fla E?- k - 1 ® 

= ^^- fe - 1 )^ i i • • • e; : -_ie; : - 1 k Ps ® ^, 

car aucun signe ne peut apparaitre dans le produit, (si Ep s est impair, alors 
n s = 1 d'apres le lemme 3.4). Or, 

^ s 1 n c i 

k=0 q 

ce qui fournit le premier terme de l'enonce. II reste a calculer le produit 



\/3 k ,h<i I \/3 m ,m<j 
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avec i < j < s. Ce produit donne des termes z <S> Ep p Ep r avec p > r. Or, la 
proposition 3.5 prouve que Ep p Ep r = \Ep r Ep p + C,Ep f Ep g + fiEp t , ou A,(,fte 
C[[h]] et r < f,g,t < p. En particulier, avec p < s, on obtient le dernier terme 
de l'enonce. □ 

Lemme 3.9. — Soient n il m l e N, i — 1,4,7, rij,mj G {0,1}, j = 2,3,5,6. 
Alors 

<p(F£> ■ ■ ■ F™ 7 7 ® E;i •■■£%) = (-1)« n (ni)i! <^ , 

i=i 

oil £ = n 6 (n 2 + n 3 + n 5 ) + n 5 (n 2 + n 3 ) + n 3 n 2 . 

Demonstration. — Soit s le plus grand des indices i tel que rrij ou rij soit non 
mil. Nous supposerons pour la demonstration que n s > m s . Le cas m s > 
n s se traite de la meme maniere grace a la proposition 2.7. Posons X = 
E^ ■ ■ ■ E^E^- 1 et Y = FT 1 ■ ■ • F™ 8 " 1 ^" 1 . Si m s + 0, alors 

Pi Ps-l Ps PI Ps-1 Ps 

= E (-l) |Ffl,ll( ^ a)(1>l ^®(^.)(i))¥'(^.®(^.)(2))- 

Or, d'apres la proposition 3.8, on a <f{Fp s ® (X£^)/ 2 )) = 0; sau f lorsque 
{XEp s )(2) — Ep g . En cffct, si (XEp a )( 2 ) = 1) ce l & decoule du lemme 2.2. 
Sinon, (XEp s )( 2 ) — IL< S ^ft P ar ^ a proposition 3.8, et le lemme 2.6 permet de 
conclure. On en deduit que 

<p{YF p . ® XEp,) = („ a ) a Vs p(Y ® X^J 

= (_i)l^ s ll(^ s )(i)l („ a ) a ^ ^(y X ) 

d'apres le lemme 2.3. Or, on a Pegalite des degres 

\(xEp s ) {1) \ = \E;i...E;::iE; : - 1 Kp a \. 

Le seul cas qui nous interesse est celui ou \(3 S \ = 1, et dans ce cas n s — 1 = 0. 
On en deduit que 

\(xE f3e ) w \ = \E%...E; : -_i\= E »* 

i<s, 1/3,1 = 1 

puisque, lorsque /3, est impaire, nous avons = ou 1 (lemme 3.4). En iterant 
cette operation n s — m s fois, on obtient 

<p(YFp s ®XEp s ) 

= (-!)<• (n s ) s • • • (n s -m s + l) s • V (F^ • • • F™^ ®££ • • • ^;" m =), 
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ou ( s = X)i< s |/3 |=i n i- Si n s = m s, alors on peut refaire le raisonnement 
precedant tant que rii — rrii, et ce jusqu'a ce que s = 1. De plus, il apparait un 
signe (— l)^ ou 

7 

£ = C» = "6 ("2 + «3 + "5) + n 5 (n 2 + n 3 ) + n 3 n 2 . 

i=l 

II reste done a montrer que 

si s > r et n s > 0. Posons Y = F™ 1 ■ • • ^ et X = E™\ ■ ■ ■ E^ 1 . Nous avons 

<p<y ® x^j = ^ ® E /3 j^(y (2) x) 

d'apres (1.2). Or, d'apres les propositions 2.7 et 3.8, on a 

A(Y) =F l3r ®y + l®z + J2\]l F i ) ®* 

oil y, z,i e ?7_. On en deduit que ^(i^i) <8> £^ s ) = d'apres les propositions 
2.2 et 2.6. □ 

Pour j = 1, 2, 3, posons f/j = -| X)i=i ^y'-^i ou ^ es scalaires bij sont definis 
par (1.10). 

Lemme 3.10. — On a tp(Hj ® = pour 1 < i, j < 3 et 

/ rV<?i rr93 \ 

fl__ ££2_ ££3_ g> U PI UP2 rr P 3 _ r r r 



gi! 92! <73 ! 



Demonstration. — Laissee au lecteur. □ 
Proposition 3.11. — Les families 

pr»l pn? If<l If«2 fffs o/ / -I ft ft -"l -"2 -"3 

E fk ...E fh H 1 H 2 H a etC-l)^-^...^-^ — — — 

ow £ = n 6 (n2+n3+n5)+n 5 (n2+«3)+«3^2, «j parcourentN pouri — 1, 2, 3, 
) = 1, 4, 7, et ou n, decrit {0, 1} pour i = 2, 3, 5, 6, forment respectivement des 
C((h))-bases de U+ ®c[\h\] et {/_ ® c[[h] ] C((/i)) duales pour ip. 
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Demonstration. — Soient rij, m,,pj, qj G N (i = 1, 4, 7, j = 1, 2, 3) ct n^, <G 
{0, 1} (fc = 2, 3, 5, 6). D'apres les lemmes 2.3, 3.9 et 3.10, on a 

(P m i /7" n 7 fVqi fVg 2 rV93 \ 

01 §1 n l 11 2 -"3 jo, pni . . . p n 7 rrPi frP2 ttP3 \ 

l<i<7 
l<j<3 

oil £ = n 6 (n 2 + n 3 + n 5 ) + n 5 (n 2 + ra 3 ) + n 3 n 2 . La proposition decoule alors des 
propositions 2.7 et 3.5. □ 



Demonstration du the.ore.me 1.2. — D'apres la proposition 3.11, l'element 



( — l)™6(«5+n3+«2)+n5(n3+«2)+n3«2 



(ni)i!(n 4 )4!(n 7 ) 7 !mi!TO2!TO 3 !^i 1 • • • ^ 

m 1 ,m 2 ,m 3 ,n 1 ,n4,n 7 eN 
™2 > "3.™5.™6e{0.1} 

x • • • E%Hp ■ ■ ■ Hp ® F™ 1 • • • F^Hp ■ ■ ■ Hp 

est une i?-matrice universelle pour V (cf. [2, 4, 12]). On en deduit que l'image 
R 6 T> <S> V de i?x> par la projection canonique de V sur D est une i?-matrice 
universelle pour V. Or, 

(_ 1 )»6(»5+»3+«2)+»5(»3 + » 2 )+»3"2 £«1 . . . £™7 g p«l . . . pn 7 

v ' Pi P7 Pi P7 

et 

Hp Hp Hp ® Hp Hp Hp (h 



Ell, ti 2 II n , II ■ " / \ ^ , ,, 

— 1 2 1 2 3_ = \ fc o- (g, # 

mi!m 2 !m 3 ! 1 2 y 

done 



mi!m2!m3! 

mi,m2,m3GN V 



* = ex Pl (^^M-.-exp^^ 

<Pl ) \ 



) exp {^{Yj b ii H i® H i)^ 



d'apres les formules (1.9). La proposition 2.11 permet achever la demonstration. 

□ 



4. Demonstration du theoreme 1.3 

Dans ce paragraphe, nous demontrons le theoreme 1.3 enonce au §1.4. Nous 
commenons par definir un supermodule de rang six, puis nous rappelons la con- 
struction de la categorie rubanee associee ; nous terminerons par la demonstration 
du theoreme. 
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Dans tout le paragraphe 4, le scalaire x qui entre dans la definition de Uh{D x ) 
vaut x = 1. 

4.1. Un supermodule de rang six. — Soit Mq le C[ [ft.]] -module topologique- 
ment fibre de base (i>i, v 2 ) et Mi le C[[/i]]-modulc topologiqucmcnt fibre de base 
(v 3} V4 7 v 5 ,v 6 ). Nous considerons le supermodule M = M © Mi ou M est la 
partie paire et Mi la partie impaire. On pose pour i = 2, 3, j = 1, 2, 

#2^1 = H 3 vi = vi, H 2 v 2 = H 3 v 2 = v 2 , EiVj = FiVj = 0, 
Hivi=vi, H\v 2 = -v 2 , Eivi=Fiv 2 = 0, Fivi = v 3 , Eiv 2 = —v&, 

H 2 v 3 = H 3 v 3 = v 3 , H 2 v 6 = H 3 v 6 = -ve, 
H 2 V4 = -H 3 v 4 = -v 4 , H 2 v 5 = -H 3 v 5 = v 5 , 
E 2 v 3 = E 3 v 3 = E 2 v 5 = E 3 v 4 = F 2 v 6 = F 3 v 6 = F 2 v± = F 3 v 5 = 0, 
E 2 V4 = E 3 v 5 = v 3 , E 2 v 6 = v 5 , E 3 v 6 = v 4 , 
F 2 v 5 — F 3 v 4 — v 6 , F 2 v 3 = Vi, F 3 v 3 =v 5 , 
Eiv 4 = Eiv 5 = E x v & = Fiv 3 = F x v A = Fiv 5 = 0, 
Eiv 3 = vi, Fiv 6 =v 2 , Hiv 3 = v 3 , HiV4 = Hiv 5 =0, H x v & = -v 6 . 

Proposition 4.1. — Les formules precedentes munissent M d'une structure 
de Uh{D x ) -module simple topologiquement libre isomorphe a son dual. 

Demonstration. — Nous laissons le soin au lecteur de verifier que ces relations 
dcfinissent une structure de f7/j(.D x )-module. Montrons que M est simple. La 
sous-algebre de Hopf U' de Uh(D x ) topologiquement engendree par Hi,Ei,Fi 
pour i = 2,3, est isomorphe a Uh{sl 2 )®Uh{sl 2 ). En tant que [/'-module, on a 
M Q = C[[h]] © C[[h}} et M 1 ^ Vi®Vi. Comme V 1 ®V 1 est un U h {sl 2 )®U h (sl 2 )- 
module simple, il suffit de verifier que chacun des vecteurs Vi,v 2 ,v 3 engcndre 
le module M tout entier. Or, ceci est clair d'apres la forme des actions de E\ 
et Fi. De plus, le lecteur vcrificra que l'application a : M — ► M* definie par 

a(vi) = -q~ 3 v 2 , a(v 2 ) = q~ 1 v 1 , a(v 3 ) — q~ 2 v 6 , 

a{vi) = — <7 _1 w 5 , ot(v$) = — q~ 1 v A 1 a(v e ) — w 3 , 

oil (v 1 , . . . ,v 6 ) designe la base duale de (vi, . . . ,vq), est un isomorphisme de 
modules. □ 

Nous donnons maintenant le tressage c MM de M induit par la i?-matrice uni- 
verselle de Uh{D x ) via la formule (1.11). L'automorphisme c MjJV/ laisse stable 
les parties paire et impaire de M® 2 car R est un element pair de Uh{D x )® 2 . 
Le calcul de c MyM a ete fait a l'aide de Maple. Nous donnons les matrices 
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0' 



de Co — c M|M |( M g M)o (resp. ci — Cm,m\(m®m) 1 ') dans la base (vi Vj) i<i,j<2 

ou 3<i,j<6 

(resp.(t>j ® Vj) i<i< 2 ,3<3<6 ) ordonnec suivant l'ordre lexicographique. Dans ces 

ou 3<i<6, l<j<2 

matrices, on pose A = q — q^ 1 . On vcrifie que les polynomes caracteristique et 
minimal de c„, M sont {X - q) 11 ' (X + q)(X + q~ 1 ) ls ct (X + q)(X - q)(X + q~ 1 ), 
respectivement. 

4.2. Categorie rubanee associee a M. — Soit Cm la sous-categorie pleine 
de la categorie des [// l (D K )-modules dont les objets sont les produits tensoriels 
finis iteres de M et M* . Cette categorie est une categorie tensorielle d'objet 
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unite C[[h]] et est munie d'une dualite induite par les applications 

b M : C[[h]] — ► M ® M*, d M : M* ® M — > C[[/i]] 

definies par b M (l) = Y^=i v i ® et d M (/ ® or) = /(a;) avcc x G M et / G A'/*. 
Cette categorie est egalement rubanee (c/. §1.4). Le carre de l'inverse du twist 
est donne par la formule (lemme XIV. 3. 4 de [6]) 

® id M )( 

Comme a : M — > M* est un isomorphisme, la naturalite du tressage donne 

c m ,m* = (a -1 (8>id M )c M , M (id M <8>a). 
Un calcul a l'aide de Maple montre que 9 2 M = q~ 2 id M . Par consequent, 

9 m = q 1 id M , 
car M = id M mod h. Dennissons les morphismes 

b M = (id M * ®0 M ^)c M M *b M : C[[h}} — ► M* ® M, 
d' M = d M c MiM *(6 M ® id M «) : M ® M* — > C[[/i]], 

et posons 

d = d M (a ® id M ) : M ® M — ► C[[h\], 
(4.1) b = (id M ®a _1 )&M : C[[/i]] — > M ® M, 

d' = d' M (id M ®a), & = (a -1 ® id M )& M . 

Lemme 4.2. — Nous avons les egalites suivantes : 

Cm,m ~~ c m,m = — 9 )(idM®M ~bd), 
db(l) = 2, (id M ®cf)(c M>M ® id M )(id M ®&) = -g -1 id M , 
b' = -b, d' = -d. 

Demonstration. — Ces relations peuvent se verifier a l'aide de Maple. On peut 
egalement montrer que les espaces propres de c M _ M sont des sous-modules sim- 
ples de M ® M. □ 

4.3. Invariant d'entrelacs associe. — Nous donnons dans ce paragraphs 
la demonstration du theoreme 1.3. Notons £ la categorie dont les objets sont 
les suites finies de + et de — , y compris la suite vide, et dont les morphismes 
sont engendres par les enchevetrements orientes. Pour plus de details sur cette 
categorie, on pourra consulter [17]. 
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La categorie Cm etant rubanee, on sait qu'il existe un unique foncteur T : 
£ — ► Cm tel que 

= M, = M*, 

^(j) = id M) ^(|) = id M ,, 

fC^/^) = c m ,m, = b M , = d M , 

et que si L est un entrelacs oriente parallelise, alors 

T{L) € End Uh(Dx) (C[[h}}) = C[[h}\ 

dcfinit un invariant d'entrelacs. 

Avant de demontrer le theoreme 1.3, nous avons besoin des deux lemmes 
suivants. Soit L est un entrelacs oriente parallelise. Fixons une representation 
planaire de L et soit n + (resp. n_) la somme du nombre de et de ( ^ 

(resp. \_^) ct de \^~^) apparaissant dans cette representation. 

Lemme 4.3. — La parite des entiers n + et n_ ne depende que de la classe 
d'isotopie de L. De plus, nous avons n + = n_ mod 2 . 

Demonstration. — La premiere affirmation decoule du fait que les mouvemcnts 
de Reidemeisters (pour les entrelacs frames) ne changent pas la parite de n+ 
ct n_. 11 cn est dc mcmc de l'egalite 



(orientation quclconque). 

Pour demontrer l'egalite des congruences, considerons comme representation 
planaire de L la cloture d'une tresse, a laquelle nous ajoutons, suivant la valeur 
du framing de L, un certain nombre de boucles. 11 est clair que pour cette 
representation, on a n + = □ 

Nous posons e(L) = (-1)™+. 

Lemme 4.4. — L'invariant T{L) est independant de I'orientation de L. 

Demonstration. — Notons L l'entrelacs L dont I'orientation d'une de ses com- 
posantes est inversee. Alors, d'apres les lemmes 4.2 et 4.3, on a 

T(L)=e(L)T(L) : 

ou T(L) e Endt; (Da! )(C[[/i]]) est le morphisme obtenu a partir de T{L) en 
remplagant b M et b' M (resp. d M et d' M ) par b (resp. d), 
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c m *,m* (resp. c M ] M ,,c M l M , cJ. M .) par c M , M (resp. cJ M ). Commc e(L) = e(L) 
et T{L) = T{V), le lemme est demontre. □ 

Demonstration du the.ore.me 1.3. — Nous reprenons les notations definies dans 
la demonstration du lemme precedent, et nous posons 

1 L = e(L)T(L) = T{L). 

Les lemmes 4.3 et 4.4 assurent que Tl est bicn un invariant d'un entrelacs 
parallelise non oriente. De plus, d'apres le lemme 4.2, cet invariant verifie bien 
les relations skeins du polynome de Dubrovnik, dans lequel on a pose a = —q^ 1 
et z — q — q^ 1 . □ 
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